











































































































minfolxl

s t fi X1S0 i l m

hiM o i y

二月dmfinfidomh

pt optimalvalue

几个基本概念

①拉格朗日函数 Llx fi foM十二月 iifilxitzi li him
②焎楚塱照堤𤉋数

91人 v1二器 Lix i v1

性质 11必为凹函数 IL分段线性凸函数 州则必加函数

2 以20 比 guy Ept l为原问题最优值提供下界
证明设好是原问题的最优解则必可行

则大必 so hi必1

当以20 V_v 有点小1炒十点UhiIM So

Ll炒入ㄐ f 听十点小刚十点Uhit May
作用 求解凸问题sup9心 能找到最好的下界

例 minXX Stn tX b XER7 btR At R I二次规划

LIX V1 Txt V1AX b1

9111二点咕LIX v1二infxxtUAX vn

2ㄨ t NV o x Aǐ
代入得 9M 㐳 _ 心

_y ǛǗǛǗ
数

例 min ix 1线性规划1

s t ltㄨ b Ax b 0

X 20
- x so














































































































Lix 入V1 x Nx V1Ax b1

bT 1c NV入1Tx

91入v1 if LIX 入V1
bTV AT一入十C 0 既凸又凹

扩展
凹函数

o otherwise

例
minxwxs.tl

i Il i l m 非凸约束1离散形式1

xitio.zil.im

LIX.li xinxt Èvili 11
XTWtdiaglulx.NU

gM二时XTWtdiagiulx.ITv

1TV WtdingMIO 凸集定义证明
otherwise

函数的共轭 艹是大心口的共轭 若杉川二荷叶15人
一加1

例
minfMS.tk0

LIXv1二十八八十Ux domL二domf xRn

以㖚叶HM十以 示品处以 一 杊 州 v1

例 min foM














































































































S t AXE b

ox d

Llx 入 v1二十八八十 MAx bHUICX dl

zfolxltlNAtliyx ib lid

glx nl 二点咭叫LIX
入V1 T1 - IN At V4 x ib ua1

④原问题和对偶问题
min foM

M Imax
9

pfst fi x1 Eo F1 m

s t XZO hit 二0 心 一 p

性质 dtapx

zit it optimal larangemultiplier

为例 i min CTX Pi

x z o
p维约束

从 二

f
5 VAU itc io

s t Ax bn维
问题

_ otherwise

My maxgn vn max bTV min bin p谁问题

s tn 入20 s大 入

200
- AT Vtc

主的来

A rite 0最优解一样但最优值不样

为1列 minCTx n

s t AXEb

Llx NET Txt NIAX bl lctATNTx by

g IN if ㄩㄨ N f
5入 心入 i o

o otherwise

































































                                        

Di max - 5 D2 加力比较问题的几个约束的

s t AT C 0 几维优化问题

入20

比较两个线性规划的例子二对偶的对偶不一定是自身1共轭的共轭不是自身

什么情况下等价

2 对偶问题的性质

川对偶问题必为凸优化问题1因为对偶函数是凹函数

121 ftp 什么时候 啜

弱对偶 1weakduality 强对偶 strongduality

Ft dualitygap
定义171域的Relative Intrio ri

Relint D XEDIBlx rlnaffDED ir o

-

4
- D 覆盖整个平面

直观来看去掉口的边缘灼都成立

Sluis condition i 比的充分条件
不是充要条件

EEiEOminfoM
s tfiMEoHi m

Ax b

当 XErelintD ifiixOFmn Ax b满足时 ptd



A weakSlater's Condition

若不找约束为仿邀 i Ǜiii
relintD
relintfdomtongdomtBr.int

D relint domto

线性规划问题若可行必有17 比

例
minxTxs.tn

tx b
ET m I UAATU.by

unbounded

例
QCQpminixipoxtqixtros.t.IXTPixtqixtri.FI

一 m

RE It PiE SI

llx.N ixioxtqixtrotEikxixpixtiqixtiiril

zilp.PE ixipijx laotzixiqiixtlroii.irit
当入20时 g lN if Llx N Ìi INP INa从1 r M 凹函数

例
maxialNMNMNtrlNS.t.tl

olXED
R jxTpixtqix rico Eli m 则17 A

若 qio.TO Ìxpixco 可以找到X 小与M的Dualitygap为0



3几种解释P N

minfolxl
s t fi xlE 0 I l -- m XED

111几何解释 minfolxl
st fi ME

定义G 木心 to MIXED H infftllu tl EG us 0

灬 infhntllu tl EG 拉格朗日函数求极小二对偶函数

八七

在该问题只有弱对偶没有强对偶

Itfffglǜihf 在凸集中有强对偶 Cts
n 比1改变入使9IN最大的点1

iii io

121鞍点的解释 Saddlepoint

If 您 从 二 悠 悠 则称有鞍点 必 心即为鞍点

d 5您 您 LIX入1

17 IT您 ㄨ i N 山州二十M十平州州 i 若tiMio foM
ti 若fiMso to如果有鞍点 则 dt

131多目标优化的解释

minsto凶 大 fm心了 约了 m川大
笖产学

minfoM
S t fiMEo zil im



首先给定入 㗊 心 只蔸哭 不是很理解1

147经济学解释

mintoM 计划经济

S t fi ME 0 it - - m

x产品数量 一大M 利润 foM 损失 fiM 原材料

设原材料可交易 价格 iizo

mjnfoixltEiiifi M 记为9IN损失函数

1对偶1 Max 9 IN 最大损失比 7 9IN

市场经济 s t no tail 可交易原材料的浈失小于不可以的损失1

X 最优生产方案

A 市场价格应如何调节1对偶最优解1

f
fi 灬 N 0

雌 A影子价格 供需平衡时的价格 N so 大炒 0

151鞍点解释 重新讲1 最小里我最大 最大里我最小

十儿心 在集合WESw ZESzt fjfflmziyfi fmZ
㗊臼品品在加州 二 悠悠志华品机叫
旧心使等式成立称为鞍点 fmizisfmiiiifmii tztsz tw㖃

推广到优化问题

LIX入1 f 1Xlt Ei Nfi M

咒 L1ㄨN toM fiME0 Eli m

to otherwise



p milfolxilfilxiso it m if 㤻 L X川

A 您 GIN 二悠财 L1ㄨN

ptzdt 且鞍点1女心能使 F d

适用于一般问题不一定凸
证明熙点熟里1若必心为11X 心的鞍点 强对偶存在且女不

为Primal与Dual的最优解人 对偶间隙为0
充分性 咒叶 L ㄨ N i 器 以 强对偶存在

i 货 您 吵 ㄨN i是Dna最优解

女 华9时您 火 女是Prima最优解

必要性 Tinto it m

i z o

强对偶存在则 t li gii1 iyfoMtEiiiitiN
IeIIiIki 心

所以财 L1ㄨ义 l li i

您 心 N 咒 大心十三心州必

f 心 L1T it 鞍点

4 kkiolkarush hn 與 学生 Gale Minsky Nash

minfolxl

st fi ME 0 i 1 m

hiM 0 i 1 - - p

对偶函数 gli v1二时 to Mt Iii Mint Iii Vihim



对偶问题 Max 91入v1 s.t.no

假设 10H A 20所有函数可〇薇
定凸

30已经找到最优解女 心

t.fi1妙 SO Eli m

hi1炒 0 it pl in
to必1 g IN V7 ifHoMt Ii it in t Ii in in

15九州十 Eiitiiit Ii in 𠴕
1 t.ixytx.int

DIi TfilXY o.NfilXY o.tH

mNsofiixY

of删 i

Complementarity Slackness

互补松弛条件

y 炎必以 x_ 0

1对于非凸问 叶 1炒十三in两大炒 十三 nihil 炘 0 Stationary

题必要条件 为 kkī primalfeasibility dualfeasibility C.s stationary

重要结论 若原问题为凸问是〇页各个函数可微对偶间隙为00 则 心为充要条件

证明 1充分性 设必 心满足kkī条件则必有 1i.it 内最优解
只需证9成心二十 心 110鞍点定义 20鞍点定理1

find0 it.im

hi心 o it p

N20 i 1

mux.i.intmziiiiiiiii.in in 凸函数
OLIX.i.it
ox 一二0 得到的女是全局最优



gli.is 二时 Lix i 01 lli.i.it

foliltEi ifililtzi.li hit it

f 心

峰
化
冢突

717 a

144充要

个列 min Ì xipxtqixtr.PE
SISt Aㄨ b

Primalfeasibility Aㄨ b

Dual feasibility 无

Complementarity Slackness 无

我任 XTXtqTxtrtlAX h.it x_ 0

pit at Mt o

i 濺比门一

例 Waterfilling Problem 1通信领域1

min In 比9日 itㄨ

灬

以取反 凸问题

St x zo

X ERn



N 1 220

K1个条件 10X当0

②ITA 1

③ Nio

④T T 0 让1 n

50- jxi it it o i t fi
将50代入3004可得 对心一抖 i i 0 i 1 n

It sit Eli n

若以 i 则
-
0池子里的水的高度

若心 j 则对 0 T i 2i
i or X

i

i ii i

KKT条件与凸函数一阶条件

例 minfolxi
s tn

最优性条件 xzo

tfoMZOfomplememany

iiii簽 i in

ox zo

② Azo

③ IIEELE 让小 in 互补松弛IN

④ To 1M 1- M

叶 心 120



xilif.IM i o i li

nirfltoln1nnlmintolbll3DminfolAxtb s 仪 b y
SY 1以

一大叫

L M fo1A b1 Llx.y.u folyltVTIAxtb
ylgiff.MXtbl foID UytVAXtub

IDI max g gnnigux.nu
尤心十以 以二

X.UA0lDlmaxVbTlVlO
体质都是给原问题提供𠝹 s.tn t o求共轭函数

例 min 11Ax nn
min11011
s.t.DE tx

bLixy u llyHtVlAx b bl nbll VDtVTAX

zibglu怼 LIX yv1 f
Vb 11V11 以二o

x.UA

0IDlmaxVTb llvHEmaxVb llUll
s.t.UA 0 s.t.UA 二

min in 叭2 1在一定意义车价最优解一样但最优值不标
S.t.lt x b y

LIX y v1 ÌHD114V1Ax b D1

Ìllb112 Vy VAX Vb

二 9心 Ub 11v位 VA o

1看不清1 VA to

ID max vb.IM 住

s.t.UA 0



例带框约束的线性规划问题

minixs.t.AT

blyy 按每个元素比较大小
LIX N 入2 H CTxtVTIAX bltMIL xltilx.nl

1 4ATV xitizix.li b N l N u

91V1 Vbtil NU.it AN十八一入2
o at AN十八一入21

1171 max hiv

NutNLS.t.TV十八一入2 c o

N 入2 2 0

min toM

St A x b

定义大心 xlfx.cn
otherwise

Lix v1 to Mt V1A x b1

girl if to Mt V1Ax b1
安志 cixtUAX.li b

㗊n
1肌 心 一 以 没有正式约束只有框约束

VTbtilATHCT.vnTlATVt CT



5敏感性分析

min to txt 1原问题 min to txt 1干扰问题1

s t fi xlEo i l --- m s t fi xlEui i l --- m
hilXl o i l -- p him Wi El - - p

PYu nl 最优值是关于n和w的函数 所o 01 T

Mum 的性质

①若原问题为凸 则 Mnwl为1 nwl 的凸函数 1记加1

证明 所以叫〇 二吋纵 有苮鼠空 别
二时9 a叶 心则𠌊飚豳覹 凸集

gix nu Ef lxl domg _onRhiM wi o 1同理

所以six n 吶关于x n ru的凸函数

回忆 尔什以川是关于ㄨ的凸函数如果fix 以是关于ㄨ的凸逐

所以所 nnl是凸函数得证

②若原问题为凸 对偶间隙加 心比为原问题对偶最优解

Mum zptlo ol Mn li w

证明设不为干扰问题的最优解

fihlfui it mihiiikwi FI P

Mo 01 91心 以

Shit ĚNfill 十点 viril

eto151 tint 比w

N in wit int MW it

举例为若心很大 且加紧第2次不找约束uicǜǜttt



经济学解释资源价格贵 cost会上升

为若心很大正值使以 0 或1lil很大负值 使 以 0

则最优值小

引若心很小 且 以 0 则最优值下降不大

升若 ii很小正值使心 0或心1很小负值使 wio

则最优值变化不大

③1局部敏感性1若原问题为凸 对偶间隙加 且所n nl在 in 以 10.01

处可微 则 心 一器 i -𩇫出
Taylor展开i Hin ni Mo 01 - M u 比w

1用性质二和可微性证明1

例 Bookn LP问题 min cix

人 St AXE b
提供下界

Xi E 0 1 Eli in

LP松弛问题松弛1 mincix

st AXEb

osxi cl it in

Bolen LP李价问题 minix

s tn AX E b
不是凸问题因为
车式约束非仿射 hiking Hi n

L lx 入 V1二 ㄨ t N IAX h lt Èvixi_Èvixi
二点vixil tt AT_V1 x Nb



gn.vn if Lix 入v1 f
Nb IĚ lcitcix viilvi.no
o otherwise

IDnall max ib flcitainviilvis.tn入20 V20

用到概念myvfli.li my my f1入v1
以 max ib icitaiioimi.nu niii.TO

fcitaix.it
aint0

0 citaiiso

minfo.ci tail

myNbtEminlo.citaifnrnnnnwis.t.NO
Dual Problem

二 My _Nb t Fw LagrangianRelaxation

sit 入70 1和LP松弛互为对偶

wieaiitciwiEOLIX.u.nu
心 xtnTIAX bl lixtwlx ll

lctATn vtwix hin

pwpmaxhin

iws.ECt An v w o 1等价于1 CtATut W20

uzo.vzo.ru zo n20 W20

例 带车式约束的可微凸优化问题



minfo M凸可微 罚函数方法 min to Mt811Axtn i

r 一定开价固定捄解然后不断增哭s t AX b 0
但 了贰数值稳定性 收敛到 inoptimal叶 1女 十 心1AFbi 0

min to In 2 HI bi lAx b1 前后互相等价

1X V1 fo Mt V1AX b

girl二时大 Mt lil AXto1了 取V 1A i b 则与my914车价

gHHi bH ifHoMt IA Fbi 1Ax b1
folP till AT bIE

_
惩罚函数最优个

十炒小兰 dtzgHHi by二十刚十211Aㄨ b 红型对应的目标函数1
当 0时 argmintoM

当小 时 f M f 心 超平面上

思路 允许约束不满足 但慢谜代后可以再回班然进而趋近最优解

例 带线性不与式约束的可微凸优化问题 Ilogbarrier方法

min foM XER At心 btRm

St AX 时计算稳定性不好 1数值计算不可能有十号1

logbarrier min toMEĚtog悩 ji T 离我远点
固定 时求解然后𠼦之减小

设不为罚函数最优解 对 心 一Ěuiǎibi o
i argmjnfolxi jnia li同时是两个问题的最优解1

Llx N f 心 Ě iilbi aix
glN二时 foM tENlbi Tix了 取 N aif si



原问题 了惩罚 惩罚因子 t n

u对偶函数Ǜgrangemultiplier

作业 P 9 21 2459 62 5.20.27


